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Граничные задачи для упругоИ 
плоскости с отверстием, ограниченным 
фрактальноИ кривоИ 
1. Итерации рациональных отображений. 
Рассмотрим основные понятия теории итераций рациональ­
ных отображений [1]. 
Пусть рациональное отображение R(x) = P(x)/Q(x) действу­
ет на расширенной комплексной плоскости, R(x) : С __. С и 
Rn(x) :::: R(R(".R(x))) - п-ая итерация отображения R(x). По­
ложительной полутраекторией точки х0 относительно R( х) на­
зывается множество 
- k Or+(xo) = {xk Е С : Xk = R (xo),k = 0,1,2,".} 
и отрицательной полутраекторией точки х 0 относительно R(x) -
множество 
- k Or-(xo)={xEC:xo=R (x),k=0 , 1,2, " .}. 
Если Xn = J'o в Or+(xo) при некотором n > О, то точку Хо на­
зывают периодической с периодом п . В :?том слу'!ае множество 
О,.+(х0 ) называют циклом. Множество 
'У= {хо, R(xo), .. . , нп- 1 (хо)} 
- n-периодический цикл. Если п = 1, то R( х 0 ) = х0 и хо - не­
подвижная точка отображения R(x) . Если х0 - периодическая 
точка с периодом n , то она будет неподвижной точкой отображе­
ния R"(x). 
Пусть хо - периодическая точка с периодом п. Число Л = 
((R")'(xo)) называется собственным значение:-.1 точки х 0 . Все 
ТОЧКИ ЦИКЛа Q,.+ (хо) ИМеЮТ ОДНО И ТО же собственное значение. 
Точка х0 называется сверхпритягивающей, если IЛI = О, притя­
гивающей при О< IЛI < 1, нейтральной, если IЛI = 1 и отталкива­
ющей, если IЛI > 1. Пусть Р - множество всех периодических от­
талкивающих точек отображения R(x). Тогда множеством Жу­
лиа JR отображения R(x) называют замыкание множества Р, 
JR = Р. 
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Если х0 - притягивающан шчк<t отображения R( х), то et> бас­
сейн притяжения · множестве 
.4(хо) = {х Е С: Rk(x) ~хо, k - оо}. 
Если / = {хо, R(xo), . .. , R."- 1(r 0 )} - n-периодический притяги­
вающий цикл, то каждая из неподвижных точек Rk(xo) отобра­
жения R(x) имеет свой бассейн притяжения . Множество А(1) -
объединение этих бассейнов . 
Перечислим ряд свойств множестна )Кулиа J я : 
• J я непусто и содержит более чем с•1етное множество точек . 
• Множества J я отображений Н( х) и Rk ( х) совпадают при 
k = 2,3, ... 
• R(Jя) = lн = н- 1 (Jя) . 
• Vx Е J R множество Or- ( х) плотно в J я. 
• Если ~-притягивающий цикл отображения R(x) , то А(1) Е 
Fя =С - lя, д.4.(1) = lн 
• Если множество Jя имеет внутренние точки, то JR =С. 
Множество Х называется фрактальным, если его размер­
ность Хаусдорфа h.(X) не является целым 'IИСЛОМ. Вели•шна 
h(X) оценивает рост числа множеств диа:-.1етра f , необходимых 
для того, чтобы покрыть Х при < - U. Более точно, пусть 
ХЕ Rm и n(f) - число т - мерных шаров диаметра!, покрыва­
ющих множество Х. Тогда, если n( f) растет как n( <) С D, то Х 
имеет размерность Хаусдорфа D. 
Пусть Х - подмножество метрического пространства , число 
d >О . По определению d-мерная внешняя мера md(X) 
md(X, <) = inf{~) diam S;)d}, 
iE/ 
НИ?КНЯЯ грань берется по всем конечным покрытиям множества 
Х множествами S; с диаметрами, меньшими с> О . Далее, пусть 
md(X) = lim,_o md(X, !). ВеJ'Iичина тп(Х) может быть, в зави­
симости от d, конечной или бесконечной . Хаусдорф показал, что 
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существует единственное значение d = d*, при котором величина 
та(Х) с ростом d становится конечной, 
h(X) = sup{d Е R+ : та(Х) = оо}. 
Рассмотрим частный слу•1ай рацио11а.11ьных отбражений вида 
R(z) = z2 +с = Pe(z) где с Е С. Классификацию множеств 
Л(улиа Jc, отвечающих различным значениям с, можно дать с 
1юмощью множества Мандельброта . 
Точка z = оо являето1 сверхпритягивающей неподвижной 
точкой отображения Ре(;;). Следовательно, 'r:/c Е С множество 
Жулиа Jc = дА. Из теории Жулиа и Фату следует, что Jc либо 
связно, либо яв.1яется канторовым множеством. Тогда опреде­
лим множество М = {с Е С 1 J с связно } . Основные черты 
динамики рационального отображения вытекают из поведения 
положительных полутраекториtl его критических точек. К рити­
ческой точкой отображения R(;;) называется точка с Е С , для 
которой уравнение R(z) - с = О имеет нуль кратности больше 
единицы. Конечные критические точки являются решениями 
уравнения R'(z) =О . Известно, что любой притягивающий цикл 
имеет в своем бассейне притяженю1 хотя бы одну критическую 
точку. Но Pc(z) имеет две критические точки: z = О и z = оо, 
не зависящие от с. Точка z = оо сама является притягивающей 
неподвижной точкой , так что свойства Jc можно определить, ис­
ходя из поведения положителыюй полутраектории точки z = О. 
Множество Jc является связным, когда О~ A(vo) и 
М ={с Е С: р~(с) ~ q, k ___, оо, lчl <ос•}. 
2. Граничные задачи ДJIЯ плоскости с отвер­
стием. 
Рассмотрим бесконечную плоскость из унруrого материала. 
Предположим, что в ней имеется отвестие в форме множества 
Жулиа Jc , с Е М. Выберем f > О и рассмотрим некоторое мно­
жество J~ с гладкой границей, приближающее Jc с точностью 
с (это множества будет построено ниже) . Рассмотрим нервую 
и вторую краевые задачи двумерной теории упругости [2] для 
такого множества. Через Fn = Xn + iYn обозначим внешние на­
пряжения, а через g = и+ i11 ··· смещения. Первая краевая задача 
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с1юдится к отысканию двух аналитических в z Е (.!:)с функций 
Ф(z) Ф(z). связанных на границе а1: условием 
ф(z) + zФ'(z) + 1/J(z) = J(z), ( 1) 
здесь J(x) = i J;
0 
F11 ds - заданная на дJ: функция . В случае 
второй краевой задачи имеем на контуре условие 
кф(z) - zф'(z) - ф(z) = 2Jtg(z), (2) 
здесь к и µ постоянные, g(z) заданная функция . Предположим 
также, что гJJавный вектор внешних напряжений, приложенных 
к контуру, а также напряжения на бесконечности обращаются в 
нуль, •1то гарантирует правильность функций на бесконечности . 
Кроме этого считаем, что ф(оо) =О. 
Настроим конформное отображение .!с на внешность единич­
ного круга . Из теории множеств /Кулиа l c для отображения 
Pc(z) = z2 +с извсспю, что конформное отображение 1/;c(z) : 
(Jc)c ___... v r. ' где D = {( Е с: ICI ~ 1} 'сопрягает Pc(z) с Po(z), ТО 
есть 
(3) 
Отсюда следует функциональное уравнение для определения 
Ф-;:1 
(Ф;1(())"' +с= Ф;1((2). (4) 
Представим Ф; 1 в виде ряда 
00 
-1 '""'c_k Фе (()=(+~(k· 
k:I 
(5) 
Подставив (5) в (4), получим уравнения .а.ля определения коэф­




c_(2k+l) = 2(c_k -
2rн+l L C1-kCk-(2m+1))· 
k=1 
с (с2 с) с 5 = -- - + -
- 2 8 4 . 
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(6) 
Отображение Фсz построено в [1], оно и:v~еет вид 
( = Фс(z) = liш rxp(_!__lnp~'(z)) . 
n-oo 2n 
По отображению Ф; 1 (() легко построить множество J~, так как 
его дополнение 
Таким образом, найдено отображение 
Определим вместе с ним отображение (w~ )- 1 (z) J~ на внешность 
единичного круга Dc 
Перейдем от краевых задач ДJ1Я J~ к задачам длн единичного 
круга. 
Пусть z = w~(() : vc _, (Jnc - конформное отображение 
внешности единнч1ю1·0 круга аа внешность множества l cE. Обо­
значим w{() = w~(() и перепишем краевое условие (1) в виде 
Ф(() + w(() Ф'(() + '11(() = F((), ( Е дD . (7) 
w'(() 
Воспользовавшись тем, что функния Ф(() аналитична вне круга 
D, получим следующее уравнение (с учетом того, что Ф(оо) =О) 
_l { F(() d( = Ф(т) + _1 { w(() Ф'(() d( . (8) 
21Г i }дD ( - т 2т.i l av w'(() ( - т 
Представим Ф(() в виде 
При Jтl > 1 имеем 
00 
Ф(() = L Фkт-k . 
k=l 
• 00 (" 









f"',,,_, = Фm + LА.,,1Ф1, т = 1,оо, 
/=1 
Г - _1.1 Г(. ") ·md. т - 2 . (, (, (,, 
7ГI дD 
А - __ 1_ 1 -..i(() (m+l/d. т/- . . ---, (, . 27Г1 iJO w'(() 
(9) 
(10) 
( 1 1) 
Р~дуцировав р}\ды , мы 110.11 учим систе111у линС"йных алгебраи•rс­
ских уравнений конечной ра-~мерности. По Ф(т) можно наИти 
Ф(() на 1(1 = 1 исходя из условия (1), а затем ностроить значе­
ния этой функнии дш1 lтi > 1: 
1 1 Ф(() \J!(т) = --, . -(-d( + Чt(оо). 27ГZ дО - Т 
Применяя обратное отображение (w~(z))- 1 , получим искомые 
функции ф(z) и 1/;(z). 
Вторая краевая задача с условием (2) решается аналогичным 
обраэом . 
Для рассмотренных выше задач разрабатывается программа 
численно1'0 моделирования. Ввиду большого коJшчества одно­
родных операций, необходимых длн реализации преобразований 
w~ (() и w:((J)- 1 , программирование ведетсн длн компьютерно­
го кластера, работающего на базе пакета PVM (Parallel Virtual 
Machiпc) . 
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